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Die	binomischen	Formeln	sind	in	der	elementaren	Algebra	verbreitete	Formeln	zum	Umformen	von	Produkten	aus	Binomen.	Sie	werden	als	Merkformeln	verwendet,	die	zum	einen	das	Ausmultiplizieren	von	Klammerausdrücken	erleichtern,	zum	anderen	erlauben	sie	die	Faktorisierung	von	Termen,	also	die	Umformung	von	bestimmten	Summen	und
Differenzen	in	Produkte,	was	bei	der	Vereinfachung	von	Bruchtermen,	beim	Radizieren	von	Wurzeltermen	sowie	Logarithmenausdrücken	sehr	oft	die	einzige	Lösungsstrategie	darstellt.	Im	Grunde	sind	sie	Spezialfälle	des	Distributivgesetzes	für	algebraische	Summen	(jedes	Glied	der	einen	wird	mit	jedem	der	anderen	Summe	multipliziert)	(	a	+	b	)	(	c
+	d	)	=	a	c	+	a	d	+	b	c	+	b	d	{\displaystyle	(a+b)(c+d)=ac+ad+bc+bd}	mit	c	=	a	{\displaystyle	c=a}	,	d	=	b	{\displaystyle	d=b}	und	den	entsprechenden	Vorzeichenvarianten.	Das	Adjektiv	binomisch	leitet	sich	vom	Substantiv	Binom,	also	von	bi	(zwei)	und	Nomen	(Namen)	ab.	Die	binomischen	Formeln	gelten	in	allen	kommutativen	Ringen.	Formeln
Als	binomische	Formeln	werden	üblicherweise	die	folgenden	drei	Umformungen	bezeichnet:	(	a	+	b	)	2	=	a	2	+	2	a	b	+	b	2	{\displaystyle	(a+b)^{2}=a^{2}+2ab+b^{2}}				erste	binomische	Formel	(Plus-Formel)	(	a	−	b	)	2	=	a	2	−	2	a	b	+	b	2	{\displaystyle	(a-b)^{2}=a^{2}-2ab+b^{2}}	zweite	binomische	Formel	(Minus-Formel)	(	a	+	b	)	⋅	(	a	−	b	)
=	a	2	−	b	2	{\displaystyle	(a+b)\cdot	(a-b)=a^{2}-b^{2}}	dritte	binomische	Formel	(Plus-Minus-Formel)	Die	Gültigkeit	der	Formeln	ist	durch	Ausmultiplizieren	einzusehen:	(	a	+	b	)	2	=	(	a	+	b	)	⋅	(	a	+	b	)	=	a	⋅	a	+	a	⋅	b	+	b	⋅	a	+	b	⋅	b	=	a	2	+	2	⋅	a	⋅	b	+	b	2	{\displaystyle	(a+b)^{2}=(a+b)\cdot	(a+b)=a\cdot	a+a\cdot	b+b\cdot	a+b\cdot
b=a^{2}+2\cdot	a\cdot	b+b^{2}}	(	a	−	b	)	2	=	(	a	−	b	)	⋅	(	a	−	b	)	=	a	⋅	a	−	a	⋅	b	−	b	⋅	a	+	b	⋅	b	=	a	2	−	2	⋅	a	⋅	b	+	b	2	{\displaystyle	(a-b)^{2}=(a-b)\cdot	(a-b)=a\cdot	a-a\cdot	b-b\cdot	a+b\cdot	b=a^{2}-2\cdot	a\cdot	b+b^{2}}	(	a	+	b	)	⋅	(	a	−	b	)	=	a	⋅	a	−	a	⋅	b	+	b	⋅	a	−	b	⋅	b	=	a	2	−	b	2	{\displaystyle	(a+b)\cdot	(a-b)=a\cdot	a-a\cdot	b+b\cdot	a-
b\cdot	b=a^{2}-b^{2}}	Geometrische	Veranschaulichung	Das	nebenstehende	mehrfarbige	Quadrat	hat	die	Seitenlänge	(	a	+	b	)	{\displaystyle	(a+b)}	.	Wie	sofort	ersichtlich	ist,	passen	die	zwei	Quadrate	a	2	{\displaystyle	a^{2}}	und	b	2	{\displaystyle	b^{2}}	hinein,	und	es	bleiben	zwei	Rechtecke	mit	jeweils	dem	Flächeninhalt	a	⋅	b	{\displaystyle
a\cdot	b}	übrig.	Dadurch	ergibt	sich	(	a	+	b	)	2	=	a	2	+	2	⋅	a	⋅	b	+	b	2	{\displaystyle	(a+b)^{2}=a^{2}+2\cdot	a\cdot	b+b^{2}}	.	Im	zweiten	Bild	ist	a	2	{\displaystyle	a^{2}}	das	blau	umrahmte	Quadrat	(großes	Quadrat,	also,	trotz	gleicher	Bezeichnung	wie	in	der	ersten	binomischen	Formel,	ein	anderes	Quadrat!).	Soll	daraus	ein	Quadrat	der
Seitenlänge	(	a	−	b	)	{\displaystyle	(a-b)}	erzeugt	werden,	wird	zuerst	die	rot	umrahmte	Fläche	(das	Rechteck)	a	⋅	b	{\displaystyle	a\cdot	b}	abgezogen	(auch	wieder,	trotz	gleicher	Bezeichnung	wie	in	der	ersten	binomischen	Formel,	ein	anderes	Rechteck).	Danach	wird	die	ebenso	große,	liegende	Fläche	abgezogen.	Nun	hat	man	aber	das	kleine
Quadrat	b	2	{\displaystyle	b^{2}}	doppelt	abgezogen,	man	muss	es	(zur	Korrektur)	noch	einmal	addieren.	Die	hier	gezeigte	Formel	lautet	also	(	a	−	b	)	2	=	a	2	−	2	⋅	a	⋅	b	+	b	2	{\displaystyle	(a-b)^{2}=a^{2}-2\cdot	a\cdot	b+b^{2}}	.	Im	dritten	Bild	ist	a	2	{\displaystyle	a^{2}}	das	hell-	und	dunkelblaue	Quadrat.	Wird	das	kleine	Quadrat	b	2
{\displaystyle	b^{2}}	(gelber	Rahmen)	davon	abgezogen	und	das	verbleibende	hellblaue	Rechteck	gedreht	unten	angehängt	(türkis	dargestellt),	so	entsteht	(aus	der	dunkelblauen	und	türkisfarbenen	Fläche)	ein	Rechteck	der	Breite	(	a	−	b	)	{\displaystyle	(a-b)}	und	der	Höhe	(	a	+	b	)	{\displaystyle	(a+b)}	.	Also	ergibt	sich	die	Formel	a	2	−	b	2	=	(	a	+
b	)	⋅	(	a	−	b	)	{\displaystyle	a^{2}-b^{2}=(a+b)\cdot	(a-b)}	.	Eine	weitere	Veranschaulichung	der	dritten	binomischen	Formel	erhält	man	durch	folgende	Zerlegung:	Bedeutung	und	Anwendungen	Tricks	zum	Kopfrechnen	Diese	Formeln,	die	häufig	in	der	Mathematik	benutzt	werden,	bieten	auch	eine	Hilfe	beim	Kopfrechnen.	Das	Quadrat	einer
beliebigen	Zahl	zwischen	10	und	100	lässt	sich	oft	einfach	mit	der	binomischen	Formel	bestimmen,	indem	man	die	Berechnung	auf	Quadrate	von	einfacheren	Zahlen	(Vielfache	von	10	oder	einstellige	Zahlen)	zurückführt.	Beispielsweise	ist	37	2	=	(	30	+	7	)	2	=	30	2	+	2	⋅	30	⋅	7	+	7	2	=	900	+	420	+	49	=	1369	{\displaystyle	37^{2}=
(30+7)^{2}=30^{2}+2\cdot	30\cdot	7+7^{2}=900+420+49=1369}	oder	37	2	=	(	40	−	3	)	2	=	40	2	−	2	⋅	40	⋅	3	+	3	2	=	1600	−	240	+	9	=	1369	{\displaystyle	37^{2}=(40-3)^{2}=40^{2}-2\cdot	40\cdot	3+3^{2}=1600-240+9=1369}	.	Bei	Kenntnis	der	Quadratzahlen	bis	20	lassen	sich	auch	viele	Multiplikationen	auf	die	dritte	binomische	Formel
zurückführen.	Beispielsweise	ist	17	⋅	13	=	(	15	+	2	)	⋅	(	15	−	2	)	=	15	2	−	2	2	=	225	−	4	=	221	{\displaystyle	17\cdot	13=(15+2)\cdot	(15-2)=15^{2}-2^{2}=225-4=221}	.	Mit	Hilfe	der	binomischen	Formeln	lassen	sich	Multiplikation	und	Division	auf	die	einfacheren	Rechenarten	Quadrieren,	Addieren,	Subtrahieren,	Halbieren	und	Verdoppeln
zurückführen:	Die	erste	und	zweite	binomische	Formel	liefern	für	das	Produkt	zweier	Zahlen	a	{\displaystyle	a}	und	b	{\displaystyle	b}	:	a	⋅	b	=	(	(	a	+	b	)	2	−	a	2	−	b	2	)	/	2	=	(	b	2	+	a	2	−	(	a	−	b	)	2	)	/	2	{\displaystyle	a\cdot	b=\left((a+b)^{2}-a^{2}-b^{2}\right)/2=\left(b^{2}+a^{2}-(a-b)^{2}\right)/2}	Wer	an	Stelle	des	Einmaleins	die	ersten
hundert	Quadratzahlen	kennt,	kann	so	das	allgemeine	Produkt	zweier	Zahlen	leicht	berechnen.	In	Ermangelung	eines	Ziffernsystems	mit	Null	haben	nachweislich	die	Babylonier	so	gerechnet	und	in	der	ganzen	Antike	und	im	Mittelalter	wird	man	so	gerechnet	haben.	Die	angebliche	Umständlichkeit	der	antiken	Zahlsysteme	wird	damit	relativiert,	da
man	mit	diesen	Zahlsystemen	sehr	gut	addieren	und	subtrahieren	konnte.	Addition	und	Subtraktion	von	Wurzeln	Die	erste	und	zweite	binomische	Formel	liefern	auch	ein	Rechenverfahren	zur	Addition	bzw.	Subtraktion	von	Wurzeln.	Da	a	+	b	{\displaystyle	{\sqrt	{a}}+{\sqrt	{b}}}	bzw.	a	−	b	{\displaystyle	{\sqrt	{a}}-{\sqrt	{b}}}	nicht	direkt
berechenbar	sind,	quadriert	man	die	Summe	bzw.	Differenz	und	zieht	anschließend	aus	dem	Quadrat	die	Wurzel.	Das	Verfahren	führt	aber	zu	Schachtelwurzeln,	die	nicht	unbedingt	einfacher	sind	als	die	ursprünglichen	Ausdrücke.	a	+	b	=	(	a	+	b	)	2	=	a	+	b	+	2	a	b	{\displaystyle	{\sqrt	{a}}+{\sqrt	{b}}={\sqrt	{\left({\sqrt	{a}}+{\sqrt
{b}}\right)^{2}}}={\sqrt	{{a}+{b}+2{\sqrt	{ab}}}}}	10	+	11	=	10	+	11	+	2	110	=	21	+	2	110	{\displaystyle	{\sqrt	{10}}+{\sqrt	{11}}={\sqrt	{{10}+{11}+2{\sqrt	{110}}}}={\sqrt	{{21}+2{\sqrt	{110}}}}}	Da	Wurzeln	als	nichtnegativ	definiert	und	Quadrate	von	sich	aus	nie	negativ	sind,	ist	bei	Differenzen	von	Wurzeln	eine
Fallunterscheidung	nötig:	a	−	b	=	+	a	+	b	−	2	a	b	{\displaystyle	{\sqrt	{a}}-{\sqrt	{b}}=+{\sqrt	{{a}+{b}-2{\sqrt	{ab}}}}}	für	a	>	b	{\displaystyle	a>b}	a	−	b	=	−	a	+	b	−	2	a	b	{\displaystyle	{\sqrt	{a}}-{\sqrt	{b}}=-{\sqrt	{{a}+{b}-2{\sqrt	{ab}}}}}	für	a	<	b	{\displaystyle	a
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